Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

E.2C - Unidad 2 - Parte C - Variacion y optimizacion: valor medio, analisis de la
grafica y optimacion

Ejercicio 2C.6.1 «— volver

1.

Dominio R. f/(x) =2 —x — x% = —(x% + x — 2) = —(x + 2)(x — 1). Criticos: x = -2 y
x=1

. a) —(x+2)(x — 1) es positivo entre las raices y negativo fuera: decreciente en (—oo, —2),

creciente en (—2, 1), decreciente en (1, c0).

. b) f”(x) =—-1—-2x,ceroen x = —%: 7 >0six< —% (concava hacia arriba) y f” < 0

six > —% (hacia abajo). Inflexién: f(—%) =—1-1-141-_5

24— 12°
4. ¢)Enx = -2, f’ pasade —a+vy f”(-2) = 3 > 0: minimo relativo f(-2) = -1 -
4—-2+ g = —%. Enx = 1,de +a—vy f”(1) = -3 < 0: maximo relativo f(1) =
1 11
-14+2-— E - 5 =5
5. Para la grafica: f(0) = —1, f(—4) = ?, f(g) ~ —4.33.
y
méx. (1, 1/6)
i 22 —— x
1 2
inflexiéon
(~1/2, —25/12)
min. (-2, —13/3)
Ejercicio 2C.6.2 « volver
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

b+1

3. Impropia (Parte 3C): limj_,o[—(b + et + 1] = 0+ 1, porque == — 0 (L’Hoépital,

Parte 2B).
4. La integral converge y vale 1.

E.4B - Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de
convergencia, Maclaurin y Taylor

Ejercicio 4B.6.1 « volver
1. Cociente:

Gni1| _ Jx—4 (n+1)2 |x — 4

— | = — .

a, 3 n+2 3
2. |x — 4/ <3 = 1< x < 7. Centro 4, radio 3.
1 o0 1 .

3.x=7, ey Ym=1 ;7- Serie p con p = 2: converge.
4. x=1.Y, %, que converge absolutamente por el paso anterior.
5. Intervalo de convergencia: 1 < x < 7.
Ejercicio 4B.6.2 «— volver

. Es alternada con b, = M\f =771/ 5,

. lim, 00 b, = 7° = 1 # 0: no se cumple la segunda condicién de Leibniz.

1
2
3. Ademas b, crece (el exponente —ﬁ aumenta hacia 0), asi que tampoco decrece.
4
5

. Los términos a, = (—1)"*'b, oscilan cerca de 1y —1: lim a, no existe.
. La serie diverge por el criterio del término n-ésimo.

Ejercicio 4B.6.3 <« volver
_ 7 o 7 1\l
L0777 = L+ ot et =T L (L)
2. Geométrica cona = — yr= %; como |r| < 1, converge.
7/10  7/10 7
3. Suma: ——— = — = —,
1-1/10  9/10 9
4. Convergey 0.777 ... = %. Comprobacién: 9-0.777 ... = 7.000 ...
Ejercicio 4B.6.4 «— volver

—_

Simplifica: f(x) = %ln(l + x).
Derivadas: f’ = %(1 )7L 7 =

&

_%(1 _'_x)—Z’ f/// —
D™ (- 1)

%(1 +x)73.En general,

(M) =
P = =
yf(n)(o) _ (—1)"+1(n—1)! , con £(0) = 0.
() n+

3. Coeficiente: L n(O) & 1) 1.
4 mT+x=Y, (Gl DHI - = g - %2 + %3 — ..., que es un tercio de la serie de In(1 + x)

(seccién 4B.4) y converge en (—1,1]
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Y-

. Variables. La recta corta los ejes en (a 0)y (0, b) cona,b > 0; su ecuacion es 5 +3

. Restriccion. Pasa por (2 3) = + 2=1= b=

. _ab _ 3a2
. Funcioén objetivo: A = 2 = %2> 2.

2 cona>2paraqueb>0

[ O

. Critico: )
2a(a—2)—a 3a(a — 4
A= BEDE Yy
(a—2)> 2(a — 2)?
5. Justificacion: para2 <a < 4, A’ <0; para a >4, A’ > 0: minimo.
6. b= % =6y A= 46 — 12. La recta es —+ y = 1,y (2,3) es el punto medio del
segmento entre los ejes.

Ejercicio 2C.6.5

«— volver

1. Aestdenlagrafica: g(1) =a+b=2.

2. Inflexion en x = 1: g”(x) = 6ax + 2by g”(1) = 6a+ 2b = 0, es decir, b = —3a

3. Sustituyendo:a—3a=2 = a=-1yb=3.

4. Comprobacién: g(x) = —x> + 3x%, g”(x) = —6x + 6 cambiade +a—enx = 1,y
g(1) = 2. Es inflexion.

Ejercicio 2C.6.6 « volver

1. a) m’(x) = cos x — sen x, que existe siempre. m’(x) =0 < tanx = 1;en (—5 %) la

tnica solucién es x = =
2. b) m es continua en el intervalo cerrado (teorema de Weierstrass). Valores:

m(-f) =1 m(@=FrP= m(E)=

Méximo absoluto v/2 en %; minimo absoluto —1 en —%.
3. ¢)m”(x) = —senx—cosx = —m(x); se anula donde tanx = —1: x = —%. Para x < —%,
m < 0ym” >0 (concava hacia arriba); para x > —%, m” < 0 (hacia abajo). Inflexién
g 1 _(_=z
en (=5.m(-%)) = (-5.0).

4. d) Ademés m(0) = 1. La grafica sube de (—% —l) ( \f) y baja a (— 1)

y
max. abs. (1/4, \/2)
1 (/2. 1)
inflexion (- /4, 0)
} T t x
—/2 /4 /2
‘min. abs. (—7/2, —1)
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3. Integral ciclica: I = x sen(In x) — x cos(In x) — I, de donde 2I = x[ sen(In x) — cos(In x)].
4. [sen(Inx)dx = [ sen(In x) — cos(Iln x)] + C. Comprobacién:

= [ sen(In x) — cos(In x)] 5 [ cos(Iln x) + sen(In x)] = sen(In x)

«— volver

Ejercicio 4A.6.2
2

1. Partes conu = (Inx)?, du = 21%dx, dv=xdx,v= x?:

$2
I= ?(lnx)2 - Jxlnxdx

2
X
2. Partes otra vez, conu =Inx, v = 5

2 x2

L x-X
2

Jxlnxdx:
4

2 x? 2 x? x? . 2
3. [x(Inx)*dx = 7(ln x)“ — 3 Inx + T + C. Comprobacion: x(Inx)* + xInx — xInx —
x x 2
3 + 3= x(Inx)°.

«— volver

Ejercicio 4A.6.3

1. Se desarrolla el cuadrado y se usa tan? x = sec?® x — 1:

(tanx—secx)2 =2sec’x—1—2secxtanx

2. Las tres son inmediatas: f sec? xdx = tan x, f sec x tan x dx = sec x.

3. J(tan x—sec x)?dx = 2tan x—2 sec x—x+C. Comprobacién: 2 sec® x—2secxtanx—1 =

tan® x — 2 sec x tan x + sec? x.

«— volver

Ejercicio 4A.6.4

© sec(x?) = COS(xZ), Conu = x2’ du = 2x dx:

1
I==|senucosudu
2
1 1
=senu, dw = cosuduy; 3 [widw = EWS.

- 3sen®(x?) cos(x?) - 2x =

2. Potencia impar del coseno (exponente 1): w

J x sen?(x?)
sec(x?)

x sen®(x?) cos(x?).

= %senS(xz) + C. Comprobacion: é

«— volver

Ejercicio 4A.6.5

1. El cuadrado ya esta completo: u = x + 3, du = dx, y queda | W

2. Raizde u? + a® cona = 3: u = 3tan 0, du = 3 sec? 0do, Ju® +9 = 3sech.

2
I:J 3sec’d 40 —

Jcos@d@ = lsen@-{-C
27 sec3 0 9

O | =
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3.2-2/1-b=1=+1- _':1_b_i b:%
4. b=
5. b=

< 1: el integrando es continuo en [0, % .

O W

<« volver

Ejercicio 3A.6.4

Sen x Sen x Senx __

1. Conu = senx, du = cosxdx: [ e cosxdx =e + C. Comprobacion: %e

5™ ¥ cos x.

2. (;[/2 S X cosxdx =e
3 f= e—1 _2(e-1)
/2 T

sen(r/2) _ esen0 — o 1

<« volver

Ejercicio 3A.6.5

1. En [0, %], tanx > 0, asi que |tan x| = tan x.
2. Conu = cosx, du = —sen x dx:

sen x
Itanxdx:I dx = —In|cos x| + C.
cos x

sen x

od B
Comprobacién: dx( Incosx) = vy
3. f(;r/4tanxdx: —ln‘/T5 +Inl1=In/2= %mg.

1
22 9o

2 f=i - =202

/4 T

5. b) tanc = 21_n2 = ¢ = angtan === 22 0.416, que esta en [O, %] ~ [0, 0.785].

Ejercicio 3A.10.1 - Sumas por la derecha y por la izquierda <« volver

Ax = = ,puntcl)sO 3 E % 1. 3
Derecha: (16+ 6+16~l—1—6):

1.

30 _ 15
. o
3. Izquierda: '(OJ’_*E*E):QZQ
4

. Io x2dx = 5. Como f es creciente en [0, 1], la suma por la derecha la sobrestima y la

L . 7 _1_15
de la izquierda la subestima: 2 <3 <3

Ejercicio 3A.10.2 - La suma por la derecha con cien rectangulos « volver

_ 101201 _ 20301 _ 6767 _
1. S100 = 610000 ~ 60000 ~ 20000 REEiEe
2 +3n+1 _ 1, 1 1 1
. = —_—= = — —_— > .
2. 5 6n® 3 + 2n + 6n? 3

3. Es fol xdx = %: con 100 rectangulos el error es menor que 0.006.

E.3B - Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco,
volumen de revolucion y trabajo

«— volver

Ejercicio 3B.6.1
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B W N =

. Variables. Por simetria, el vértice del primer cuadrante es (x, y), con lados 2x y 2y.
. Funcion objetivo: A = 4xy. Restriccion: el vértice est4 en la elipse, y = %\/ 16 — x2.
. Una variable: A(x) = 3xy16 — x%, con 0 < x < 4.

. Critico:

3x2  3(16 —2x%)

= :O:xZZﬁ.
16—x2 16— x2

A'(x) =3V16 — x% —

. Justificacion: el numerador 3(16 — 2x?) pasa de positivo a negativo en x = 2v2:
maximo. (Ademas A — 0 en los extremos x =0y x = 4.)

. y:%\/g:%é.Lados:Zx:%/EyZy:S\/ﬁ.

7. Resultado: A = 44/2 - 34/2 = 24 unidades de 4rea (en general, 2ab).

Ejercicio 2C.6.3 «— volver
2
1. Restriccion. Volumen: area del triangulo por la longitud, %h =3 = h= %.
2
2. Funcién objetivo. Dos tridangulos de area %; dos rectangulos L x h (los catetos) y uno
V2L x h (la hipotenusa):
6(2++2
S=L2+(2+\/§)Lh:L2+(T\D, L>0.

3. Critico: &

6(2 ++2

S’(L):zL—% =0 = L>=32++2)=6+3V2.

4. Justificacién: S”(L) = 2 + %ﬁﬁ) > 0: minimo.
5. L=36+3v2~217m Como [} =32 +2,h=2=% =2 —o_2)L =~

27157 2442

1.27 m.

6. Sila cara de la hipotenusa quedara abierta, S = L%+ % y el minimo estaria en L = 36 m.

Ejercicio 2C.6.4

«— volver
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Ejercicio 4B.6.5

«— volver
2 _ 2 -1, _1_
1. Como (x —1)* = (1-x)%, g(x) = 5 a2

. . 1 oo . . . . .
2. Serie conocida: ;— = Yo X" para |x| < 1. Derivando término a término:

o0 (9]
1 Z n—1 Z n
—— =Y "' =) (n+ 1)x".
(1 - X)Z n=1 n=0

Dt g0 _ 1
2 n 2

4. g(x) = %2;0:0(” + x" = % +x+ %xz +2x% + ..., para —1 < x < 1. Comprobaci6n:

3. Por derivadas da lo mismo: g(”)(O) =

g(0) = % que es el primer término.

Ejercicio 4B.10.1 - Una serie con logaritmo « volver

1. f(x)= xﬁ es continua, positiva y decreciente en [2, o) (el denominador crece).
b

2. Conu=Inx: J A In(In x)|g =In(lnb) — In(In2) — oo.
5 xlnx

3. La serie diverge, por el criterio de la integral. (El cociente da L = 1y no decide.)

Ejercicio 4B.10.2 - Una serie con exponencial «— volver

1. f(x) = xe™ es continua y positiva; f'(x) = e (1-2x*) < 0 parax > 1:es
decreciente.
2 © —x? 7 R b 1
2. Conu=x"| xe ™ dx=lim (——e ) =0+ —.
1 b—ooo 1 2e

3. La serie converge.

Ejercicio 4B.10.3 - El error de la aproximacion del péndulo «— volver

3 5
X X
1. senx = x A +.120.
a cero: cumple Leibniz.

... Para x = 0.1 es una serie alternada cuyos términos decrecen

3
2. Al cortar en x, el primer término omitido es x? = 2090~ 1.67x10™*: el error es menor
que eso.

3. El error verdadero es 0.1 — sen 0.1 = 1.666 x 10~%, justo debajo de la cota.
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Ejercicio 2C.10.1 - Terreno junto a un rio «— volver

1. Variables: x, los dos lados perpendiculares al rio, y y, el lado paralelo. Restriccion:
2x +y =240 = y = 240 — 2x.

2. Objetivo: A(x) = x(240 — 2x) = 240x — 2x2, con dominio 0 < x < 120.

3. Critico: A’(x) = 240 — 4x = 0 = x = 60. Como A”(x) = —4 < 0, es un maximo.

4. y=240-120 = 120yA:60~120:7200m2.

Ejercicio 2C.10.2 - La caja de volumen maximo «— volver

1. V/(x) = (30 — 2x)? — 4x(30 — 2x) = (30 — 2x)(30 — 6x).

2. En (0,15), 30 — 2x > 0; el dnico critico es x = 5.

3. Signo de V’: positivo en (0, 5) y negativo en (5, 15). Por el criterio de la primera derivada,
Xx =5 es un maximo.

4. V(5) = 5-20% = 2000 cm>.

E.3A - Unidad 3 - Parte A - Integrales definida e indefinida: sumas de Riemann,
valor medio, teorema fundamental e inmediatas

Ejercicio 3A.6.1 <« volver
1. Ax = %,xl-:1+%,f(x,-):2+%.
2. Suma de Riemann:
n
20\ 2
5, = (z + —) z
" ; n/n
+1
_4,, 4 et
n n? 2
1
=4+2 (1 + -)
n
3. limy e Sy =4 +2 = 6.
o (2213
4. Comprobacién: (? +x)‘1 =5 —5;=6
5. [J(x+1)dx =6
Ejercicio 3A.6.2 « volver

1. f(t) = cost; limite superior g(x) = x?, g’(x) = 2x; limite inferior h(x) = x, ' (x) = 1.
2. TFC: F’(x) = cos(x?) - 2x — cos x - 1.

3. Comprobacién: F(x) = sen l‘|§2 = sen(x?) — sen x, cuya derivada es 2x cos(x%) — cos x.
4. F’(x) = 2x cos(x?) — cos x.

Ejercicio 3A.6.3

. . dx  _ — S — _
1. Cc;nu—l x, du = dx.fm— 2y1 — x + C. Comprobacién: dx( 241 x)—

1-x

2. (21— x)|l(; =2-2J1-b.

«— volver

:
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u
u’+

3. Triangulo: opuesto u, adyacente 3, hipotenusa \/u? + 9; sen§ =
) (u?+9)—u? 1

1
9 @Eop T @9yt

o

x+3

9 (x+3)%+9

Ejercicio 4A.6.6

4. 1= + C. Comprobacion (en u):

«— volver

l.u=e" du=e¥dx: I = f Wi% racional.

m = u% i’;:f, es decir, 1 = A@W? + 1) + (Bu+ O)(u—1).
3. Conu=1A= % Coeficiente de u?>: A+ B=0= B = —%. Término independiente:
A-C=1=C=—2.

4. Integrando: % Inju-1|— iln(u2 +1)— % ang tan u.

2.

5. 1= %ln le¥ — 1| — iln(e2x +1)— % ang tan e® + C. Comprobacion (en u):

1w+l @)= -1) 1
2w—-1) 22+1) 2u-D@+1)  (w-1Dwd+1)

Ejercicio 4A.6.7 <« volver
1. Raizde x% + a® cona = 2: x = 2tan®, dx = 2sec? 0dO, \x2 + 4 = 2 sech.
2. Sustituyendo:
2
= J ZZSec 0 40 = 1 J cosze a0
4tan® - 2sec 4 ) sen“f
1
4senf
2
3. Triangulo: opuesto x, adyacente 2, hipotenusa /x? + 4; @ = xx+4
dx  _ Jx’+4 s,
4. ey rorviniy s C. Comprobacién:
2
_Lz<x—_ x2+4):;
4x x2+4 x2\x? +4
Ejercicio 4A.6.8 <« volver

1. Se cambia toda la raiz: u = \e?* — 1, u? = ¥ — 1, 2u du = 2¢**dx, asi que dx = Jziul
2. Sustituyendo:

I:JE- udu :J du =angtanu +C
u ul+1 uw?+1

dx  _ 2 o 1 X 1
3. o - angtan \e?* — 1 + C. Comprobacion: v ey B i

Ejercicio 4A.10.1 - Partes en una integral impropia <« volver

1. Partesconu = x,dv = e *dx: du = dx, v = —e™*.
2. [xe¥dx =-xe ™+ [e¥dx=—-xe ¥ —e ¥ +C =—(x+1)e ™ + C. Comprobacién:

[—(x + l)e_x], =—e X+ (x+ e ¥ =xe".
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1. Cortes: 4x> = 8x% = 4x%(x — 2) = 0, asi que x = 0 (raiz doble: las curvas se tocan) y
x =2
2. Enx = 1: 8x% = 8 > 4 = 4x>; arriba est4 la parabola.

— [%(242 3vie _ (8.3 4\[> _ 64
3. A—IO(Sx —4x”)dx = (gx —-x )|0 =5 — 16
4. A= g [u?].
Ejercicio 3B.6.2 « volver
1. Regi6n: entre el eje y y la curva x = y°, para 0 < y < 1. Toca el eje de giro.
2. Discos horizontales de radio R= y* V = 7 fol yody = %
3. Comprobacién con capas: 27 fol x(1- x1/3)dx = 27[(% - ;) = %
4. V=21

7

Ejercicio 3B.6.3 «— volver

1 . 1 .
1. El sélido es como un tronco de cono curvo: radiolenx =0y Jenx = In 2. Discos

verticales de radio R = e™*.

_ In2 _, _ 1 o In2 _ 1
2.V=nf, "e¥dx=n (—Ee x)|0 = %(1 - Z)'
3. V= 3?” [u3].
Ejercicio 3B.6.4 «— volver
L 9= 602 + ()2 = 99" + 3667 = 96%(6” + 4).
2. Con 6> 0, laraiz es 30562 + 4: L = [ 30\62 + 4.d6.
244
3. Conu=0?+4,du=20d0: L = % % u3/2[: = (n2+4)3/2—84
4. L=(n%+4)32-8[u]. Comprobacion: %(62 +4)%/2 = 3002 + 4.
Ejercicio 3B.6.5 <« volver
L) = 32 = 2w [P = dx,
2
2. L= f&Mde. Conu=1+4x:L = ‘—11 % u3/2|1 = %(2\/5— 1).
3. L= Z‘E_l [u]. Comprobacion: dix%(l + 43()3/2 =1+ 4x.
Ejercicio 3B.10.1 - El mismo resorte, en un tramo <« volver

. 0.4
L W = [y 50xdx = 25x2[), = 25(0.16 — 0.04).
2. W = 25(0.12) = 3 J. Es més que el trabajo de 0 a 0.2 (1 ]): el resorte se resiste mas
mientras mas se estira.

Ejercicio 3B.10.2 - Vaciar un tanque cilindrico <« volver

1. Eje y vertical, con y = 0 en el fondo. La capa a la altura y, de grosor dy, tiene volumen
7(1)?dy y peso pgr dy = 9810z dy newtons.
2. Esa capa sube 3 — y metros hasta el borde: su trabajo es 98107z(3 — y) dy.
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3. Suma de todas las capas:

2 13

3
W= 98107[J (3 y)dy = 9810z (3y - y—)
0 2

= 98107 - 2
0 2

4. W =441457 ] ~ 138686 J.

E.3C - Unidad 3 - Parte C - Integral impropia: convergencia y divergencia

<« volver

Ejercicio 3C.6.1

6 6
1. En x = 5 el denominador se anula y In(x — 5) — —co: J = lim+J .
5 =57

_ _ - dx .
2. Conu =In(x—5),du = pur S

In(x-5) 1 _ 1.2
Imdx—ijudu—4ln(x 5)+C

Comprobacién: [i In?(x — 5)]’ = %

3. Evaluacién: limHSJf[i In?1- i In?(t — 5)] =0—oo.

4. La integral diverge.

Ejercicio 3C.10.1 - Una exponencial decreciente « volver

_ , b _ . . _
1. Igo 2% dx = limp_, o fo e~ 2% dx; antiderivada —%e 2x

2. limp_e (f%e*b + %) =0+

3. La integral converge y vale %
«— volver

Ejercicio 3C.10.2 - Una integral p que diverge

1. Ilb x V24 = 2\/§|}1J =2vb-2.
2. limy_ 00 (2\/5 - 2) = oo,

3. La integral diverge. Coincide con el criterio p: p = = < 1.

1
2

E.4A - Unidad 4 - Parte A - Métodos de integracidon: partes, sustituciéon
trigonométrica y fracciones parciales

Ejercicio 4A.6.1

<« volver

1. Partes con u = sen(In x), du = %lnx)dx, dv=dx,v=x:
I=xsen(Inx) — J cos(In x) dx
2. Otra vez partes, con u = cos(Inx), v = x:

J cos(lnx)dx = xcos(Inx) + I
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